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Elastische und thermoelastische Konstanten 
von K 2 8 0 4 ,  Rb2SO4,  C s 2 8 0 4 ,  ( N H 4 ) 2 8 0 4 ,  TI2SO4 und K2Mg2(SO4)3 

VON S. HAUSSfJHL 

Kristallographisches [nstitut der UniversitSt Freiburg i.Br., Deutschland 

(Eingegangen am 25. Juni 1964) 

The elastic behaviour of the K2804 isotypic crystal group confirms the general validity of rules about 
the influence of lattice dimensions and properties of constituents on elastic and thermoelastic constants. 
Such rules were obtained earlier on isotypic cubic crystal groups. The elastic properties of K2Mg2(SO4)3 
are strongly correlated with those of K2804. 

Das Ziel der vorliegenden Untersuchung war es zu 
prtifen, ob die bisherigen Regeln fiber die Abh~ingig- 
keit elastischer und thermoelastischer Konstanten yon 
den Eigenschaften der Bausteine in isotypen Kristall- 
reihen auch bei Kristallen geringerer Symmetrie gelten. 
Die K2SO4-Gruppe weist in fast allen physikalischen 
Eigenschaften eine bemerkenswert geringe Anisotropie 
auf. Die Abh~ingigkeit der elastischen Eigenschaften 
yon den Bausteinen wird daher nur unwesentlich vom 
Einfluss der Anisotropie verwischt, sodass hier die M6g- 
lichkeit zu einer direkten Anknfipfung an die Verh/ilt- 
nisse bei kubischen Kristallen besteht. Ein Vergleich 
des elastischen Verhaltens des kubisch kristallisierenden 
K2Mg2(SO4)3 mit K2804 wurde durch die freundliche 
Oberlassung eines natfirlichen Langbeinit-Kristalls 
durch Herrn Prof.Zemann, G6ttingen, m6glich, dem 
auch an dieser Stelle sehr herzlich daftir gedankt sei. 

Herstellung der Kristalle 

_Alle Kristalle mit Ausnahme yon K2Mg2(SO4) 3 wurden 
aus w~issrigen L6sungen durch Senken der Temperatur 
bzw. langsames Eindunsten des L6sungsmittels bei etwa 
50°C gewonnen. Bei T12SO4 konnte dasWachstums- 
vermOgen durch Zusatz von Schwefels~iure wesentlich 
verbessert werden. Die wasserklaren KristaUe erreichten 
Abmessungen von mehreren cm in allen Dimensionen. 
Es wurde folgende Rangfolge glatter Flfichen (Aufstel- 
lnng nach Groth, 1908) beobachtet: 

K2804: {111), 
{lOO}, 

Rb2SO4 : { 111 }, 
(lOO}, 

Cs2804: {010), 
(NH4)2SO4: {011 ), 

{001}, 

T12SO4 : {010), 
{102}, 

{011}, {021), {110), {112), {130), 
{001 ), {010). 

{021}, {010}, {011}, {112}, {001}, 
{130). 

{001}, {111}, {110}, {021}, {011}. 

{110}, {111}, {010}, {130}, {021}, 
{100). 

{110}, {111}, {011}, {021}, {001}, 
{012). 

Kugelwachstumsversuche an K2804 ergaben nur 
geringftigige Nnderungen gegenfiber dem Wachstum 
grosser Kristalle (v. Engelhardt, Hausstihl & Zinnow, 
1962). 

Messungen 

Bei den rhombischen Sulfaten wurden die elastischen 
Konstanten aus den Ausbreitungsgeschwindigkeiten 
elastischer Wellen mit Hilfe des verbesserten Schaefer- 
Bergmann-Verfahrens (bei 15 MHz) in den rhombi- 
schen Hauptrichtungen [100], [010], [001] und in deren 
Winkelhalbierenden gemessen. Die Werte fiir 20°C 
sind in Tabelle 1 aufgefiihrt. Die Bezeichnung ent- 
spricht der Aufstellung yon Groth (1908). Die thermo- 
elastischen Konstanten ffir 0°C wurden aug der Ver- 
schiebung yon Eigenfrequenzen dicker Platten mit der 
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Temperatur im Intervall v o n -  25 bis + 25 °C bestimmt~ 
Die relativen Fehler liegen unter folgenden Schranken: 

C11, C22, C33" 3,%0 
c44, c55, C66 : 5 %0 

c12, c13, c23: 2% 
Tll, T22, 7'33: 3% 
T44, T55, T66: 5% 
T12, 7"13, T23: 5% 

Bei (NH4)2SO4 zeigen die T~j. eine ungew6hnlich starke 
Temperaturabh/ingigkeit. Die Fehlerintervalle ftir die 
Konstanten T~j. sind dort etwa doppelt so breit. 

Fiir die Messungen an  KzMg2(SO4)3 stand ein allsei- 
tig abgebrochener Kristall zur VerfiJgung. Die Orientie- 
rungwurde mit Laue-Rfickstrahl-Aufnahmen festgelegt. 
Die aus den Ausbreitungsgeschwindigkeiten longitudi- 
naler und transversaler elastischer Wellen in [100] und 
[110] bestimmten elastischen und thermoelastischen 
Konstanten sind ebenfalls in Tabelle 1 aufgenommen. 
Die relativen Fehler liegen bei cll unter 1%, bei Cl2 und 
c44 unter 2%. Die absoluten Fehler der T,j sind kleiner 
als 0,02. 10-3/°C. 

Die ffir die Berechnung der cij bzw. Tij erforder- 
lichen Dichten und Koeffizienten der thermischen Aus- 
dehnung wurden neu gemessen (Tabelle 1). 

Diskussion 

In friLheren Untersuchungen an isotypen Reihen 
(Haussfihl, 1958, 1959, 1960a, 1960b, 1961, 1963a, 1964) 
wurden u.a. folgende Regeln fiber die Abh~ingigkeit 
des elastischen Verhaltens von den Gitterdimensionen 
und den Eigenschaftenlder Bausteine gefunden: 

(1) Die reziproke Kompressibilit~it K -a, die ein Mass 
ffir die mittlere elastische Festigkeit darstellt, sinkt mit 
zunehmendem Molvolumen M V  bei reinen Ionenkri- 
stallen gem~iss 

K - I = Q  • N .  (ze) z. A . (MV) -4/3 . 

Dabei bedeuten Q ein Faktor, der nicht explicit yon 
den Gitterdimensionen abh~ingt, N die Loschmidtzahl, 
z die mittlere Ionenwertigkeit, e die Elementarladung 
und A die Madelungsche Konstante. 

Der Faktor Q steigt in isotypen Reihen mit zunehm- 
ender Polarisierbarkeit schwach an. Q berticksichtigt 
vor allem zus~itzliche Beitr~ige zur Bindungsfestigkeit, 
die vom Coulombschen Ansatz mit einheitlichem 
Bornschen Abstossungsexponenten far das Gitter- 
potential nicht erfasst werden. 

(2) Mit wachsenden Gitterkonstanten a~ nehmen die 
entsprechenden elastischen Konstanten cu ab. Es ist 
also stets Acu/Aai < 0. Ffir die iibrigen elastischen Kon- 
stanten hat man mit zunehmendem Molvolumen eben- 
falls eine Abnahme zu erwarten, solange Kristalle mit 
nichtedelgasfihnlichen Kationen ausser Betracht bleiben. 

(3) Bei diadochem Ersatz liefern Bausteine mit gr6sse- 
rer Polarisierbarkeit und geringerer Symmetrie einen 
zusfitzlichen Beitrag zu den elastischen Konstanten. 
Dabei steigen die Gr6ssen ciff(cu+c~j) mit i C j, die 
unmittelbar mit der Querkontraktion verknfipft sind; 
die reinen Schubwiderst/inde Cg-t-j, 9-~-j ( i# j )  fallen 
um einen vergleichbaren Betrag. Die Abweichung yon 
der Cauchy-Relation wird verstfirkt im Sinne von 
ctj>c9-i-j, 9-i-j (iCj). Die Erh6hung der cij(i#j)  be- 
dingt eine Verringerung der Kompressibilit~it K. 

(4) Die thermoelastischen Konstanten T~j = 
dlog ciffdT (TTemperatur) variieren in isotypen Reihen 

Tabelle 1. Dynam•che elastische Konstanten c~j, thermoelastL~che Konstanten Ti~=dlog ciffdT (T Temperatur), 
Volumkompressibilitiit K, Dichte 0 und Koeffizienten der thermischen Ausdehnung cq. 

Einheiten: c~j in 101 x erg.cm-3, Tzj und as in 10-3/°C, K in 10 -11 erg-l.cm3. Alle Werte gelten ftir 20 °C mit Ausnahme der T~(0 °C) 

Cll 
C22 
C33 
C44 
C55 
C 6 6  

C12 
C13 
C23 
T11 
T22 
T33 
T44 
T55 
T66 
Tl2 
T13 
T23 
K 
Q 

Otl 

ot 2 
o~3 

K2SO4 
5 357 
5 653 
5 523 
1 950 
1 879 
1 424 
1 999 
2 E)95 
1 990 

- 0  37 
-0 .51  
- 0 . 8 2  
--0 53 
- 0  54 
- 0  14 
-0 ,23  
- 0 , 6 4  
-0 .51  

0 314 
, 2 665 

0 0375 
0 034 
0 0375 

Rb2SO4 
5,029 
5,098 
4,76l 
1,626 
1,589 
1,407 
1,965 
1,999 
1,925 

- 0,46 
--0,51 
--0,83 
-0 ,55  
- -  0,49 
-- 0,42 
--0,28 
--0,61 
--0,56 

0,338 
3,621 
0,038 
0,035 
0,038 

Cs2504 
4490 
4 283 
3 785 
1 326 
l 319 
1 323 
1 958 
1 815 
1 800 

--051 
--0 52 
--0 80 
--0 57 
--0 57 
--0 54 
- 0 . 3 7  
- 0 . 5 9  
-0 .55  

0 383 
4 243 
0 039 
0 033 
0 039 

(NH4)2SO4 
3,607 
2,981 
3,534 
1,025 
0,717 
0,974 
1,651 
1,580 
1,456 

--0,52 
-0 ,58  
- 0,70 
- 0 , 4 0  
+0,73 
- 0 , 3 6  
-0 ,75  
- 1 , 0 2  

-0 ,81  
0,466 
1,774 
0,033 
0,028 
0,049 

T12SO4 
4 106 
3885 
4 268 
1 125 
1 068 
0 751 
2 573 
2 2,88 
2 174 

- 0  62 
-0 .61  
- 0  95 
- 0  77 
-0 ,81  
--0 75 
--0 52 
--0 94 
--0.77 

0,342 
6,776 
0,054 
0,033 
0,033 

K2Mg2(SO4)3 
1 1 , 0 0  

3,38 

3,40 

--0,18 

- 0,25 

+ 0,02 

0,168 
2,83 
0,013 
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nur wenig. Man beobachtet ein schwaches Absinken 
der T~j mit zunehmendem Molvolumen. Kristallarten 
mit asymmetrischen Bausteinen bzw. Nebengruppenele- 
menten verhalten sich thermoelastisch anomal. 

In der folgenden Diskussion soil hauptsfichlich die 
Gtiltigkeit dieser Regeln besprochen werden. 

Fiir zwei Glieder einer isotypen Reihe, gekennzeich- 
net durch I und II, ergibt sich nach (1): 

Q(I) K(II) MV(I) 4/3 
a(II) g(I)  "MV(II)4/3" 

Die Messungen liefern folgende Verhaltnisse ffir 
II = K2504 ; 

Q(RbESO4) Q(Cs2SO4) 
= 1,09; = 1,17; 

Q(II) Q(II) 
Q(TI2SO4) Q[(N H4)2SO4] 

- 1,09; = 0,803. 
Q(II) O(II) 

Die hierzu benutzten Kompressibilitaten, welche aus 
den elastischen Konstanten berechnet wurden, sind in 
TabeUe 1 verzeichnet. Man beobachtet ebenso wie bei 
den Alkalihalogeniden vom NaC1-Typ und bei den 
Alaunen desselben Typs ein Anwachsen der Q-Werte 
beim l]bergang von den Kalium- zu den Rubidium- 
und Casiumsalzen. Auch die fibereinstimmenden 
Q-Werte bei Rb2SO4 und T12SO4 entsprechen der Erfah- 
rung bei den Alaunen. Dagegen widerspricht das geringe 
Verhaltnis fiir (NH4)2504 der Erwartung. Z.B. besitzen 
NH4-Alaune um etwa 107o h6here Q-Werte als die ent- 
sprechenden K-Alaune. Analoges findet man beim Paar 
NH4H2PO4 u. KH2PO4 mit Q(NH4H2PO4)/Q(KH2P04) 
= 1,135. Der Wert yon Q(NHgCI)/Q(KCI*) - mit KCl* 
sei die im CsCI-Typ kristallisierende, bei Normal- 
bedingungen nicht stabile Modifikation bezeichnet - 
lasst sich aus dem bekannten Wert f. Q(NH4C1)/Q(CsC1) 
= 0,815 nach den Erfahrungen tiber den Unterschied bei 
Kalium- und Casiumsalzen zu etwa 1,0 abschatzen. Die 
h6heren Q-Werte bei NH4-Alaunen und bei NHgH2PO4 
sind zweifellos auf die Existenz starker N-H-O-Bindun- 
gen zurfickzufiJhren. WiJrde man bei (NH4)2SO4 nur 
einen kleinen Anteil an N-H-O-Bindungen annehmen, 
was wegen des gr/Ssseren H'O-Verhaltnisses zu recht- 
fertigen ist, so hatte man immer noch ein Q-Verhaltnis 
~ihnlich wie im Falle NH4C1/KCI* zu erwarten. Der 
viel kleinere experimentelle Wert kennzeichnet einen 
erheblichen Unterschied in der Bindung der NH4- 
Ionen bei (NH4)2SO4 gegenfiber den anderen genann- 
ten NHg-Salzen. D.h. der Beitrag des NH4-Ions zur 
Bindung hangt viel starker von Art und Zahl der 
Nachbarbausteine ab als bei edelgasahnlichen Ionen 
wie K, Rb oder Cs. Schliesslich muss noch auf den 
Einfluss geringffigiger struktureller Unterschiede auf 
die Ausbildung yon H-Brficken hingewiesen werden, 
die z.B. fiberraschend stark im elastischen Verhalten 
der a lpha-und beta-Alaune zum Ausdruck kommt. 
Es ist noch zu priifen, ob im vorliegenden Falle ein 
ahnlicher Effekt im Spiele ist. 

Die geringe Anisotropie des elastischen Verhaltens 
der KESO4-Gruppe ffigt sich gut in die iibrige schwache 

Anisotropie der meisten physikalischen Eigenschaften 
ein. Eine strukturelle Deutung dieser Quasiisotropie 
ist qualitativ aus dem Verlauf der Hauptbindungs- 
ketten m6glich, die hier keine ausgepragte Richtungs- 
bevorzugung aufweisen. Die Anderung der Aniso- 
tropie beim l]bergang von K2804 zu den anderen 
Sulfaten lasst sich nach Regel (2) aus der Anderung 
der Gitterkonstanten qualitativ deuten. In der Reihe 
Kalium-, Rubidium-, Caesiumsulfat fallt das starke 
Absinken yon C33 auf, das auf eine besonders starke 
,~,nderung von a3 zuriJckzuffihren ist. Beim t]bergang 
yon K2SO4 zu Rb2SO4 beobachtet man folgende 
relativen ,~nderungen der Gitterkonstanten: 

Aal/al =0,033, Zla2/a2=0,034, Aa3/a3 = 0 , 0 4 3 .  

Beim l~lbergang von K2504 ZU Cs2SO 4 hat man 

Aal/al=O,085, Aa2/a2=O,087, Aa3/a3=O, lO1. 

Rb2SO4, (NH4)2SO4 und T12SO4 unterscheiden sich 
in al und a3 nur geringftigig. Dagegen besitzen 
(NH4)2SO4 und T12SO4 ein betrachtlich gr~Ssseres a2 
als Rb2SO4, das sich auch in einem entsprechend 
kleineren c22/cll auswirkt. 

Die Abstufung aller Konstanten c~j bei Kalium-, 
Rubidium- und Caesiumsulfat verlauft im iibrigen er- 
wartungsgemass umgekehrt wie die Gitterkonstanten, 
also 

ctj(K2SO4) > c~j(RbzS04) > cls(Cs2SO4). 

Bei diesen drei Kristallarten nehmen die Konstanten 
c~j(i¢j) etwa ein Drittel der Gr6ssen (c~+cjj)/2 an 
wie bei anderen komplizierter zusammengesetzten 
Strukturen ohne bevorzugte Bindungsrichtungen (z.B. 
Alaune). In Ubereinstimmung mit (3) zeigen (NH4)zSO4 
und besonders TlESO4 stark erh6hte Querkontraktio- 
nen und entsprechend geringere Schubwiderstande. 

Auch Regel (4) fiber das thermoelastische Verhalten 
wird von der K2SOa-Gruppe befolgt. Eine Besonder- 
heit zeigt hier (NH4)2504 durch seine ungew~Shnlich 
starke Temperaturabhangigkeit der T~j, die in einem 
engen Zusammenhang mit der ferroelektrischen Um- 
wandlung bei etwa - 50 °C zu stehen scheint (Matthias 
& Remeika, 1956). Etliche andere NH4-Salze mit 
Umwandlungserscheinungen wie z.B. NHaC1, NH4Br, 
NH4H2PO4 und einige NH4-Alaune zeichnen sich 
durch ahnliche Anomalien aus. 

Hervorzuheben ist noch die allen ffinf Kristallarten 
gemeinsame thermoelastische Anisotropie, welche sich 
in dem erheblich yon eins abweichenden Verhaltnis 
TlI/T33 aussert. Eine derartige Anisotropie macht 
deutlich, dass die sonstige geringe physikalische Aniso- 
tropie nicht durch eine hochsymmetrische pseudokubi- 
sche Struktur hervorgerufen wird, sondern in erster 
Linie durch das schon erwahnte Fehlen von starken aus- 
gezeichneten Bindungsrichtungen. 

Hinsichtlich der quantitativen Deutung der elasti- 
schen Konstanten sei auf den vom Verfasser schon 
mehrmals dargelegten Vergleich der Kompressibilita- 
ten chemisch und strukturell verschiedener Substanzen 
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hingewiesen (Haussfihl, 1963a, b). Im vorliegenden Fall 
l~sst sich ein solcher Vergleich z.B. mit den Alkalihalo- 
geniden vom NaC1-Typ durchffihren. Hierbei ergeben 
sich N~,herungswerte ffir die Kompressibilit/it, die gut 
mit den gemessenen Daten tibereinstimmen. Auf eine 
ausffihrliche derartige Betrachtung sei hier verzichtet, 
da weiter unten ein/ihnlicher Vergleich mit K2Mgz(SO4)3 
angestellt wird. 

Es scheint damit zuzutreffen, dass alle bisher bei 
kubischen Kristallen gefundenen Regeln fiber die Ab- 
h/ingigkeit des elastischen Verhaltens yon den Eigen- 
schaften der Bausteine und von den Gitterdimensionen 
auch bei rhombischen Kristallen gelten. Entsprechen. 
des wurde kfirzlich auch ffir tetragonale Kristalle an 
der KDP-Gruppe festgestellt (Haussfihl, 1964). Es darf 
wohl angenommen werden, das alle derartige Gezetz- 
m~tssigkeiten zumindest qualitativ ffir beliebige isotype 
Kristallarten unabh/ingig yon der Symmetrie gelten. 

Schliesslich seien noch kurz die Beziehungen zwi- 
schen den elastischen Eigenschaften von K2504 und 
K2Mg2(SO4)3 besprochen. Es fNlt zun~ichst auf, dass 
auch K2Mg2(SO4)3 nur eine geringftigige elastische 
Anisotropie besitzt. Ein Vergleich der Kompressibi- 
lifftten ffihrt bei Annahme gleicher Madelungscher 
Konstanten (pro Ladung) und einem VerhNtnis des 
mittleren Produktes der Ladungen entgegengesetzt 
geladener Bausteine von 3:2 ffir K2Mg2(SO4)3 und 
K2SO4 naherungsweise zu: 

K(KzSO4) 

K[K2Mg2(SO4)3] 
3 MV(3K2S04)  4/3 Q[K2Mg2(SO4)3] 

- 2 MV[K2Mg2(S04)3] 4/3 Q(3KESO4) 
Nach den bisherigen Befunden an isotypen Reihen und 
an chemisch verwandten Kristallarten kann man wegen 
der geringen Unterschiede in den Q-Werten ohne erhe- 
blichen Fehler 

Q[K2Mg2(SO4)3] ,,~ _1 Q(K2SO4)+2Q(MgSO4) setzen. 
Q(3K2SO4) - 3 Q(K2SO4) 

Da ffir MgSO4 keine Messungen vorliegen, mfissen 
zur Abschatzung von Q(MgSO4)/Q(K2SO4) andere 
Daten herangezogen werden. Hierzu eignet sich z.B. 
Q(CaF2)/Q(2KF), da sich die Q-Werte ffir Ca-und 
Mg-Salze im Falle gleicher Anionen nur geringffigig 
unterscheiden. Es muss dabei lediglich berficksichtigt 
werden~ dass der Anteil der gemeinsamen Bausteine 
beim Paar CaF2/2KF knapp halb so gross ist wie beim 
Paar MgSO4/K2SO4. Setzt man also 

Q(MgSO4)/Q(K2S04)= l - q ,  

so ist n/iherungsweise 

Q(CaF2)/Q(2KF)= 1 - 2q . 

Damit wird 

Q(MgSO4)/Q(K2S04) "~ ½[1 + Q(CaF2)/Q(2KF)] . 

Aus den elastischen Konstanten yon CaF2 und KF 
(HaussiJhl, 1963a; Spangenberg & Haussfihl, 1957) 
und den bekannten Molvolumina ergibt sich 
Q(CaF2)/Q(2KF) =0,58. Damit erh/ilt man 

K(K2SO4) 
K[K2Mg2 (SO4)3] 1,89 . 

Der experimentelle Wert liegt bei 1,86. In Anbetracht 
der grob vereinfachten Betrachtung daft dieser guten 
Obereinstimmung kein allzu grosses Gewicht beige- 
messen werden. Dennoch sind damit die gr6sseren ela- 
stischen Konstanten yon KEMg2(SO4)3 gegenfiber 
K2SO4 aus dem Unterschied in den Ladungen und 
in der Raumbeanspruchung der Kationen sowie in 
deren Beitrfigen zu den Q-Werten gedeutet. Dass 
K2Mg2(SO4)3 kleinere thermoelastische Konstanten 
und eine kleinere thermische Ausdehnung als K2SO4 
aufweist, entspricht den bisherigen Erfahrungen fiber 
den Unterschied der thermischen Eigenschaften bei ver- 
schiedener elastischer Festigkeit. Man vergleiche hierzu 
z.B. LiF mit MgO oder CaF2. 

Die Deutsche Forschungsgemeinschaft unterstiitzte 
diese Untersuchung in dankenswerter Weise. 
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